
15 

УДК 519.86 
 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРЯМОГО МЕТОДА ЛЯПУНОВА ДЛЯ 
АНАЛИЗА ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ МОДЕЛИ ГУДВИНА  

 
Е. В. Камынина, В. Е. Пузырев  

 
Предельные циклы являются основным элементом теории нелинейных 

динамических систем. Одной из первых моделей макроэкономических циклов является 
модель Гудвина. Эта модель и ее различные модификации до сих пор эффективно 
применяются при исследовании механизмов развития экономических процессов, 
характеризующихся цикличностью.  

В данной работе исследуется модель экономической динамики Гудвина. Данная задача 
была рассмотрена в статье [1] и описывает динамику предельных бизнес-циклов. 
Соответствующее уравнение в обобщенной форме было приведено Лоренцом [2] в виде  

∗ ,                               (1) 
где  – отклонение дохода от равновесия,  – четная функция такая, что 
0 0, 	 0 0,  – нечетная функция, 0 0, ∗  – функция издержек.  

В своей работе [3] Лоренц и Нуссе рассмотрели частный вид системы (1)  
∗ ,                                     (2) 

где , ,  – некоторые положительные константы.  В случае, когда ∗  явно зависит от 
времени (или является случайной функцией), динамика системы, описываемой 
уравнением (2), является достаточно сложной, в частности, возможно возникновение 
хаотических колебаний. В настоящем сообщении мы ограничимся анализом 
детерминированной системы, т.е. ∗ 0. 
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ВИПАДКУ ПОЛІГАРМОНІЧНИХ ФУНКЦІЙ 
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Нехай n  та m - цілі додатні числа, G - область в nR , і нехай функція RGf :  

належить класу )(22 GC m  )).(:)(( 0 GCGC   Визначимо нижній та верхній узагальнені 
параметри Лапласа порядку m  функції f  в точці Gx  рівностями: 
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де )(xfM r  означає середнє значення функції f  за евклідовою сферою радіуса r з 
центром у точці x ,   - оператор Лапласа, Г - гамма-функція. Відмітимо, що для функції 

)(2 GCf m  при всіх Gx  виконуються рівності )()()( xfxfxf mmm  . 
В прийнятих позначеннях та при наведених вище припущеннях має місце наступна 

теорема, яка при 1m  є класичним результатом Бляшке-Привалова [1]. 
Теорема. 
Якщо у кожній точці Gx  виконана умова  

),(0)( xfxf mm   
тоді f  є полігармонічною функцією порядку m  в області G . 
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ІНТЕГРАЛЬНЕ РІВНЯННЯ ІЗ СЕРЕДНІМ ЗНАЧЕННЯМ У 
ВИПАДКУ МНОГОКУТНИКА 
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Теореми про середнє для функцій спеціального виду у випадку многокутних 

областей представлено у роботах М. О. Ріда [1], Т. Ремзі та І. Вейта [2] (локальний 
варіант), В. В. Волчкова [3], О. Д. Трофименко [4], [5]. В статті [1], наприклад, 

розглядається функція виду 
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інтегрального рівняння по n-кутнику із нульовою правою частиною. Постановка 
подібних задач має походження від класичного результату Какутані-Нагумо-Уолша-
Прівалова про характеризацію гармонічних поліномів степеня не вище 1n  ( Nn ) в 
класі неперервних функцій на комплексній площині умовою середнього значення по 
вершинах всіх правильних n-кутників ( 3n ). 

У роботі розглянуто функцію виду 
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де Nhmn ,, , snh 0  та 10  ms . Виявлено, що )(zf  задовольняє 


