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збільшуватися. Якщо відома швидкість росту популяції ݒሺݐሻ , то ми можемо знайти 
приріст чисельності популяції за проміжок часу від ݐ до ܶ. Справді, з визначення ݒሺݐሻ 
випливає, що ця функція є похідною від чисельності популяції ܰሺݐሻ в момент ݐ, і, отже, 
чисельність популяції ܰሺݐሻ є первісною для ݒሺݐሻ. Тому: 

ܰሺݐሻ െ ܰሺݐሻ ൌ  	ݐሻ݀ݐሺݒ
்
௧బ

     (1) 

Відомо, що в умовах необмежених ресурсів харчування швидкість росту багатьох 
популяцій є експоненціальною, тобто ݒሺݐሻ ൌ ܽ݁௧. Популяція в цьому випадку наче «не 
старіє». Такі умови можна створити, наприклад, для мікроорганізмів, пересаджуючи час 
від часу культуру, що розвивається в нову ємність з живильним середовищем [2]. 
Застосовуючи формулу (1), отримаємо: 

ܰሺܶሻ ൌ ܰሺݐሻ  ܽ  ݁௧݀ݐ	
்
௧బ

ൌ ܰሺݐሻ 



ሺ்݁ െ ݁௧బሻ   (2) 

За формулою, подібною до (2), підраховують, зокрема чисельність культивованих 
грибків, що виділяють пеніцилін. Це завдання можна запропонувати студентам також 
при вивченні визначеного інтеграла.  

Зазначимо що, в умовах переходу на стандарти нового покоління на засадах 
компетентісного підходу, викладачеві потрібно переглянути методичний супровід 
навчального процесу, посиливши його практично-професійну складову. 
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ON DERIVATIONS FOR CHEBYSHEV POLYNOMIALS OF THE 
FIRST KIND AND RELATED IDENTITIES 
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The Chebyshev polynomials ܶሺݔሻ	 of the first kind are defined by the following 

generating function  
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First derivative of the Chebyshev first kind polynomials )(xTn  can be expressed in terms 

of )(xTn  as follow (see, for example [1]),  
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where the notation ሺ∙ሻᇱ at the summation symbols means that the term contributed by k = 0 is to 
halved, if it appears. The latter formula is presented in [2] for odd and even indexes separately 
(as a remark, the difference between "odd" and "even" cases is also admitted in [3]): 
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which could be easily rewritten in the form 
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Definition 1. Derivations of	 ],,,,[ 210 nxxxx C 	defined by  
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are called the Chebyshev first kind derivation. Some first of them are shown below 
,=)(0,=)( 010 xxDxD TT   ,36=)(,4=)( 02312 xxxDxxD TT    ,88=)( 134 xxxD T  

,51010=)( 0245 xxxxD T .7141414=)(,121212=)( 024671356 xxxxxDxxxxD  TT  

The k-th derivative of Chebyshev polynomial of the first kind is calculated in [4] as follows 
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where notations of falling factorials ݏ and Iverson’s symbol [[P]] is used, or, more explicitly, 
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Consider .,c=))(,),(),(( 10 onstxTxTxTP n  where ii xxT =)(  and ),,,( 10 nxxxP   is a 

polynomial of 1n  variables, ))(,),(),(( 10 xTxTxTP n gives an identity of the Chebyshev 

polynomials of the first kind, and we obtain the following differential  operator: 

  ,))
2

1)(1
1)(1(()3(64:= 0

1

1=3
02

2
1

1
0

n

n

kn
k

n

k x
xxn

x
xx

x
x

x
x




















TD
 

where ),,,( 10 nxxxP   belongs to the kernel of .TD  

Definition 2. Subalgebra  0=)(|],,,,[:=ker 210 fDxxxxfD nC  is called the  

kernel of derivation .D  It was shown in [5] that for an arbitrary locally nilpotent derivation D  
if there exists a polynomials h  such that 0)( hD  but 0,=)(2 hD  then  
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Definition 3. The polynomials Cn are called the Cayley elements of the locally nilpotent 
derivation . 

Replacing in (2) factorials’ ratios and binomial coefficients by 
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respectively, we obtain, after some computations, the following statement. 
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Theorem. The Cayley elements for the Chebyshev first kind derivation equal 
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ПРО ОДНОСТОРОННЮ ЛІНІЙНІСТЬ ІЗОТОПІВ АБЕЛЕВИХ ГРУП 

 
Ф. М. Сохацький, О. О. Тарковська 

 
Нагадаємо, що функцiя вiд двох змiнних f, яка визначена над векторним простором 

,nP  де P  – поле, називається лiнiйною, якщо для деяких квадратних матриць n-го 
порядку A, B, C має мiсце рiвнiсть 

( , ) ,f x y xA yB C  
   

 

для всiх ., nPyx 


 Узагальненням цiєї функцiї є функцiя f, яка визначена над групою 
);( Q  рiвнiстю 

( , )f x y x y c         (1) 

для деяких ендоморфiзмiв α, β групи );( Q  i елемента Qc . Якщо коефiцiєнти α i β 
оборотнi, тобто є автоморфiзмами групи );( Q , то операцiя f є оборотною, а пара );( fQ  
є квазiгрупою i називається лiнiйною квазiгрупою над групою ).;( Q  Вивченню 
лiнiйностi квазiгруп присвячено багато праць, зокрема в [1] описано усi лiнiйнi iзотопи 
над циклiчними групами. 

Вiдомо, що алгебра );( fQ  називається квазiгрупою [2], якщо для довiльних 
Qba ,  кожне з рiвнянь 

,),( baxf 
 

byaf ),(  


