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Theorem. The Cayley elements for the Chebyshev first kind derivation equal 
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УДК 512.548 
 
ПРО ОДНОСТОРОННЮ ЛІНІЙНІСТЬ ІЗОТОПІВ АБЕЛЕВИХ ГРУП 

 
Ф. М. Сохацький, О. О. Тарковська 

 
Нагадаємо, що функцiя вiд двох змiнних f, яка визначена над векторним простором 

,nP  де P  – поле, називається лiнiйною, якщо для деяких квадратних матриць n-го 
порядку A, B, C має мiсце рiвнiсть 

( , ) ,f x y xA yB C  
   

 

для всiх ., nPyx 


 Узагальненням цiєї функцiї є функцiя f, яка визначена над групою 
);( Q  рiвнiстю 

( , )f x y x y c         (1) 

для деяких ендоморфiзмiв α, β групи );( Q  i елемента Qc . Якщо коефiцiєнти α i β 
оборотнi, тобто є автоморфiзмами групи );( Q , то операцiя f є оборотною, а пара );( fQ  
є квазiгрупою i називається лiнiйною квазiгрупою над групою ).;( Q  Вивченню 
лiнiйностi квазiгруп присвячено багато праць, зокрема в [1] описано усi лiнiйнi iзотопи 
над циклiчними групами. 

Вiдомо, що алгебра );( fQ  називається квазiгрупою [2], якщо для довiльних 
Qba ,  кожне з рiвнянь 

,),( baxf 
 

byaf ),(  
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має єдиний розв’язок у множинi Q . При цьому операцiя )(  називається оборотною або 
квазiгруповою. 

З кожною оборотною операцiєю пов’язано ще п’ять оборотних операцiй, якi 

називаються парастрофами:  -парастроф f  довiльної квазiгрупової операцiї f 
визначається спiввiдношенням 

,),(   :   ),( 321321 xxxfxxxf  
  

де },,,,,{:3 srssrS   , )12(:s , )13(: , )23(:r . 

Будь-який парастроф квазiгрупи є квазiгрупою, тобто клас всiх квазiгруп 
парастрофно замкнений. Тому довiльне поняття, яке визначене в класi всiх квазiгруп при 
переходi до парастрофа переходить в деяке iнше поняття, яке також визначене в класi 
всiх квазiгруп. Отже, разом з кожним поняттям в теорiї квазiгруп ми маємо ще п’ять 
понять. Деякi з них можуть збiгатися. Набiр понять, якi при переходi до парастрофа 
переходять один в одного, назвемо парастрофно замкненим. Природно постає питання 
про описання для кожного поняття парастрофно замкненої системи i встановлення 
залежностi мiж ними. В цьому дослiдженнi ми описуємо парастрофне замикання поняття 
лiвої лiнiйностi. Для цього введемо поняття канонічного розкладу. 

Якщо квазігрупа );( fQ  лінійна над групою ),;( Q  тобто виконується рівність (1), 
то вона є ізотопом групи ).;( Q  Права частина формули (1) називається 0-канонiчним 
розкладом [3], якщо 0 – нейтральний елемент групи );( Q  та 000   . У цьому 
випадку кажуть, що 0 визначає канонiчний розклад, );( Q  – її група розкладу,   i   – її 
лiвий i правий коефiцiєнти, c  – вiльний член.  

Якщо лiвий (правий) коефіцієнт розкладу квазiгрупи є автоморфiзмом групи 
розкладу, то квазiгрупа називається лiволiнiйною (праволiнiйною). Поняття лiвої та правої 
лiнiйностi в [4] введено як узагальнення лінійності. 

Легко бачити, що лiволiнiйна квазiгрупа в (12)-парастрофi є праволiнiйною, а в 
(23)-парастрофi переходить в нове поняття, яке ми назвали середньою лiнiйнiстю. 
Виявилось, що для iзотопiв комутативних квазiгруп система лiва лiнiйнiсть, права 
лiнiйнiсть та середня лiнiйнiсть є парастрофно замкненою. 

У [5] систематизовано вiдомостi про рiзнi види лінійності квазiгруп та подано 
тотожностi, якi їх характеризують, проте поза увагою залишено поняття середньої 
лінійності. Згiдно результатiв нашого дослiдження, середня лiнiйнiсть визначається так: 

Означення 1. Iзотоп );( fQ  абелевої групи );( Q  з канонiчним розкладом (1) 

називається середньо лiнiйним, якщо 1  – автоморфiзм );( Q . 
Лiво, право та середньо лiнiйнi квазiгрупи назвемо одностороньо лiнiйними. 
Лема. Спiввiдношення мiж одностороньою лiнiйнiстю iзотопа абелевої групи та 

її парастрофами подано у таблицi: 
 

Парастроф 
 

Лінійність 
    r s s  sr 

   ліва ліва ліва середня права права середня 
   права права середня права ліва середня ліва 
   середня середня права ліва середня ліва права 

 

Досить часто в обчисленнях потрiбна формула, яка виражає встановленi 
залежностi. Тому щоб виразити описанi у таблицi спiввiдношення формулою, дамо ще 
одне означення для одностороньо лiнiйних iзотопiв абелевих груп. 

Означення 2. Iзотоп абелевої групи називатимемо  
 1-лiнiйним, якщо вiн право лінійний )1( rr  ; 

 2-лiнiйним, якщо вiн ліво лінійний )2(   ; 

 3-лiнiйним, якщо вiн середньо лінійний )3( ss  . 
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Теорема. Якщо iзотоп абелевої групи i-лiнiйний, то її  -парастроф є 1i -
лiнiйним для усiх }3,2,1{i  та усiх 3S . 
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УДК 512.548.7 
 

ОРТОГОНАЛЬНІСТЬ ТА РЕТРАКТНА ОРТОГОНАЛЬНІСТЬ 
 

І. В. Фриз 
 

Часто в теорії квазігруп термін “ортогональність” відноситься до декількох різних 
понять, які є узагальненнями ортогональності бінарних (двомісних) операцій. Ми будемо 
дотримуватися означення ортогональності із [1]. Для опису інших означень 
ортогональності читач може звернутися до [2], [3] або [4], які є частковими випадками 
означення із [1]. 

Ортогональність n -арних операцій більш вивчена для випадку 2n . Детальний 
огляд теорії ортогональних бінарних операцій зроблений у [5]. Але якщо 2n , то багато 
питань залишаються без уваги, оскільки вони не мають аналогів у бінарному випадку. 
Одне із таких питань це ортогональність ретрактів операцій. 

Поняття ретрактної ортогональності автором та Ф. М. Сохацьким було введено у 
[6], як інструмент блочно-рекурсивного алгоритму для побудови ортогональних n -
арних операцій, але це поняття залишилося не дослідженим. Саме тому нашою метою є 
встановлення зв’язків між ортогональністю та ретрактною ортогональністю. 

Перш за все нагадаємо основні поняття. 
Означення 1. [1] Вибірка n -арних операцій 1f ,…, kf  ( 2n , nk  ) визначена на 

множині Q  називається ортогональною, якщо система 
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має точно knm   розв’язків для будь-яких Qbb k ,,1  . Якщо kn  , то ця система 

має єдиний розв’язок. Якщо ж nk  , то вибірка операцій  1f ,…, kf  називається 

ортогональною, якщо кожна  її n -підвибірка є ортогональною. 
Нехай f  є n -арною операцією, яка визначена на множині Q , і нехай 
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Операція ),( af  визначена рівністю 
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